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Técnicas de regresion: Regresion Lineal Simple
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En multiples ocasiones en la préctica clinica nos encontramos con situaciones en las que se requiere
analizar larelacion entre dos variables cuantitativas. Los dos objetivos fundamentales de este andlisis
seran, por un lado, determinar si dichas variables estan asociadas y en qué sentido se da dicha asociacién
(esdecir, si losvalores de unade las variables tienden a aumentar —o disminuir- al aumentar los valores
delaotra); y por otro, estudiar si los valores de una variable pueden ser utilizados para predecir e valor
delaotra

Laforma correcta de abordar el primer problema es recurriendo a coeficientes de correlacion®. Sin
embargo, €l estudio de la correlacion es insuficiente para obtener una respuesta a la segunda cuestion: se
limitaaindicar lafuerza de la asociacién mediante un Unico ndmero, tratando |as variables de modo
simétrico, mientras que nosotros estariamos interesados en modelizar dicharelacion y usar unadelas
variables para explicar laotra. Paratal propdsito se recurrira alatécnicade regresién. Aqui analizaremos
el caso mas sencillo en el que se considera Unicamente la relacién entre dos variables. Asi mismo, nos
limitaremos al caso en el que la relacion que se pretende modelizar es de tipo lineal@.

La recta de regresion.

Consideremos una variable aleatoria respuesta (o dependiente) Y, que supondremos relacionada con otra
variable (no necesariamente aleatoria) que llamaremos explicativa, predictora o independiente y que se
denotarapor X. A partir de unamuestra de n individuos para los que se dispone de los val ores de ambas
variables, {(X;,Y;),i = 1,...n}, se puede visualizar graficamente larelacion existente entre ambas mediante
un gréfico de dispersion, en el que los valores de lavariable X se disponen en €l gje horizontal y losde Y
en el vertical. El problema que subyace ala metodologia de laregresion lineal simple es el de encontrar
unarecta que gjuste ala nube de puntos del diagrama asi dibujado, y que pueda ser utilizada para predecir
losvaloresde Y apartir delosde X. Laecuacién general de larecta de regresion sera entonces de la
forma Y =a+bX.

El problema radica en encontrar aquella recta que mejor gjuste alos datos. Tradicionalmente se ha
recurrido para ello a método de minimos cuadrados, que elige como recta de regresion aagquella que
minimizalas distancias verticales de las observaciones a larecta. Més concretamente, se pretende
encontrar ay b tales que:
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Resolviendo este problema mediante un sencillo calculo de diferenciacidn, se obtienen los estimadores
minimo cuadréticos de |os coeficientes de la recta de regresion:
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Tabla 1. Tensién Arterial Sistdlica y Edad de 69 pacientes
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LaTabla 1 muestralos datos de 69 pacientes de los que se conoce su edad y una medicion de su tensién
sistdlica. Si estamos interesados en estudiar la variacion en latension sistélica en funcion de la edad del
individuo, deberemos considerar como variable respuestalatension y como variable predictorala edad.
En laFigural se muestra, superpuesta a diagrama de dispersion, larecta de regresion de minimos
cuadrados correspondientes, asi como las distancias verticales de las observaciones muestrales alarecta.

Aplicando los calcul os anteriores a este caso, resultaria:

X=4613 §,= ixf -

¥ =14872

www.fisterra.com

. 2
DX, | fn=15470

iml

s, =S xr A Sa > |re-15215= E-098= &-10335

iml

i=l

iml

Atencion Primaria en la Red



Investigacion: 3/7

Como se puede suponer, lardlacién Y= a+ bX novaacumplirse exactamente, sino que existirdun

error & gue representalavariacion de Y en todos los datos con un mismo valor de lavariable
independiente. Las distancias verticales entre el valor observado y el valor dado por larecta para cada

individuo (o valor gjustado) reciben el nombre de residuos, y se suelen denotar por & Laexpresion
tedrica del model o matematico sera, por tanto:

Fi=ma+hi +3 i=1.

donde, ademés, se supondra

#~ N0, 7]

Figura 1. Relacion entre la Edad y Presion Sistélica. Recta de Regresion y diferencias entre

los valores observados y ajustados

Interpretacion de los coeficientes de regresion y la tabla ANOVA.

En la ecuacion general de larecta de regresion, claramente b es lapendiente de larectay a€el valor dela
variable dependiente Y parael que X = 0. En consecuencia, unavez estimados estos coeficientes, en la
mayorla delas aplicaciones clinicas el valor de & no tendra unainterpretacion directa, mientras que el

valor ’3;' serviracomo un indicador del sentido de asociacion entre ambas variables: asi, E:' >0 nos
indicara unarelacion directa entre ellas (amayor valor de lavariable explicativa, el valor de lavariable

dependiente Y aumentara), & < U gelatara unarelacion de tipo inverso, mientras que 5=0 nosindica
gue no existe unarelacion lineal clara entre ambas variables. Asi mismo, y tal y como se deduce dela
ecuacioén de larecta de regresion, el coeficiente b nos da una estimacion del cambio por término medio en
lavariable Y por cada unidad en que seincrementa X. Al igual que ocurre con otros estimadores, existira
ciertaincertidumbre en el calculo de las estimaciones, que se podra reflejar mediante intervalos de
confianza para ambos valores, construidos bajo la hipétesis de normalidad de los residuos, mediante las
expresiones:

(1 - o) = |5 2027

?’é‘i
W S?ﬁ\’

www.fisterra.com Atencioén Primaria en la Red



Investigacion: 4/7

L 1 Xﬂ

[

T

00 - %(a) = |4+

— =il Sre's

n-2
donde “F denotaal cuantil de orden R de una distribucion t de Student con n-2 grados de libertad.

Deigual forma, podemos limitar estaincertidumbre realizando un test para contrastar la hipotesis de

b
— 5
gue b=0 mediante &l cociente Fres y comparando éste con ladistribucion t de Student con n-2
grados de libertad. De modo andlogo se llevaria a cabo un contraste parala hipotesis a=0. El hecho de
gue €l test no resulte significativo indicara la ausencia de unarelacion clarade tipo lineal entre las
variables, aunque pueda existir una asociacion que no sea captada a través de unarecta. Paralos datos del
gemplo, € resultado de gjustar un modelo de regresion lineal se muestraen laTabla 2.

Tabla 2. Modelo de Regresion Lineal Simple de la Presién sistdlica

ajustando por edad

Variable Coeficiente (B) E.T.(B) IC 95% (B) t P
Constante 103.35 4.33 (94.72; 23.89 <0.001
111.99)
Edad 0.98 0.09 (0.81; 1.16)  11.03 <0.001
Fuente de Suma de Media
Variacion Cuadrados @ cuadratica F P
Regresién en edad 14,965.31 1 14,965.31 121.59<0.001
Residual 8,246.46 67 123.08
Total 23,211.77 68

Larectaasi gjustada explicatan solo una parte de la variabilidad de la variable dependiente, expresada
ésta comunmente por medio de lavarianzade Y, mientras que la cantidad de variabilidad que resta por
explicar puede ser expresada através de los residuos. Generalmente un andlisis de regresion suele ser
expresado por unatabla de andlisis de lavarianza en la que se reflgjatoda estainformacion. EnlaTabla 2
se muestra ademas la tabla correspondiente en €l gjemplo de latension sistélica. La columna etiquetada
por "Suma de cuadrados' muestra una descomposicion de lavariacion total de 'Y en las partes explicaday
no explicada (residual) por laregresion. La proporcion de variabilidad explicada por € modelo coincide
aqui con €l cuadrado del coeficiente de correlacion lineal de Pearson, que recibe el nombre de coeficiente
de determinacion, y que se persigue sea proximo a 1. En nuestro ejemplo seria R?=0.645.

A partir de estainformacion puede elaborarse un contraste para verificar la utilidad del modelo. En el
caso deregresion lineal simple, e estadistico de contraste se reduce a:

S -7
F= i=l

S -7F it -1)

iml

gue se comparara con €l cuantil correspondiente a una distribucion F de Snedecor con parametros 1y n-1.
El test resultante sera equivalente a test t para contrastar Ho:b=0.

Hipotesis del modelo.

Unavez gjustado el modelo, y antes de usarlo pararealizar nuevas predicciones, conviene asegurarse de
gue no se violan las hipétesis sobre las que se soporta: independencia de las observaciones muestrales,
normalidad de los valores de la variable dependiente Y para cada valor de la variable explicativa,
homocedasticidad (i.e., lavariabilidad de Y eslamisma paratodos |os valores de X) y relacion lineal
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entre las dos variables. Lainformacion mas relevante la aportan los residuos. Asi, bagjo las suposiciones
anteriores, los residuos habrén de tener una distribucion normal de media cero y varianza constante. El
modo mas sencillo de comprobar si esto se verifica es obteniendo una impresién visual a partir de un
gréfico de losresiduos frente ala variable dependiente Y. La Figura 2 muestra las diferentes posibilidades
en un grafico de residuos, mientras que € grafico que se obtiene en €l gjemplo manegjado sereflgjaen la

Figura3.

Figura 2. Diferentes posibilidades del Grafico de Residuos
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Figura 3. Grafico de Residuos de la regresion frente a la edad
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Se puede complementar este andlisis mediante gréficos de probabilidad normal y tests de normalidad para
los residuos, como € de Kolmogorov-Smirnov (Figura4). Asi mismo, laindependencia de las
observaciones puede estudiarse mediante gréficos de autocorrelacion y contrastes de independencia como

el de Durbin-Watson.
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Figura 4. Grafico de Probabilidad normal de los Residuos para la

Tensioén Sistolica frente a la Edad.
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Aunque obviaremos un andlisis detallado de |a verificacion de | as hipétesis del modelo, conviene hacer
referencia alas medidas atomar en caso de no cumplirse. Para el caso de no normalidad, resulta obvio
que la medida méas inmediata es la transformacion de la variable dependiente®, aunque otra alternativa
son |os cada vez més utilizados model os de regresion no paramétrica®, que evitan la suposicién de una
distri bucsig)n gaussiana. También se debe modificar el modelo en el caso de datos dependientes o valores
repetidos™.

Prediccion.

Cuando se verifican las hip6tesis sobre las que se asienta el modelo, la recta de regresién puede ser
utilizada para predecir €l valor medio de lavariable Y paracadavalor concreto de X. Calculando la
esperanza mateméti ca en ambos lados de la ecuacion (1) se obtendra

EFiX)l=a+bX +E(d=a+bX

de modo que lalinea de regresidn proporciona un estimador del valor medio de Y paracadavalor de X.
Como tal estimador, debemos considerar laincertidumbre asociada a esta recta, que puede ser reflgjada
mediante regiones de confianza que contienen alarecta. En la Figura5 se muestra, superpuesta al
diagrama de dispersion, larectade regresién en e gemplo de latension sistélica que estamos manejando,
asi como una regién de confianza parala misma, que contendré ala verdadera relacion entre tension
sistolicay edad con una seguridad del 95%.
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Figura 5. Intervalos de confianza al 95 %6 para la Recta de Regresion

y para la Prediccion de la Presion Sistolica en un individuo.

PRESISN SISTOLICA,

EDAD

También se puede utilizar la recta de regresién como estimador del valor de'Y en un individuo concreto.
En este caso se esperara una mayor incertidumbre en la estimacion que en € caso de predecir una
tendencia media. En la Figura 4 se muestra ademas la banda de prediccion para el € emplo que estamos
manejando, siendo ésta mucho méas amplia que en el caso de intentar predecir €l valor medio.

Laregresién lineal simple es entonces unatécnica sencillay accesible paravalorar larelacion entre dos
variables cuantitativas en la practica clinica®, proponiendo ademés un modelo al que se gjusta dicha
relacion. No debemos olvidar que alo largo de este articulo hemos abordado el caso més sencillo en €l
gue se obvia el problema de un nimero mas elevado de variables entre las que valorar larelacién. En este
caso entrariamos de lleno en latemética de la regresion lineal maltiple®, lo cual nos obligaria a abordar
problemas de indole mas complicado como € de la colinealidad, interaccion entre variables, variables
confusoras o un andlisis més detallado de los residuos del modelo. Asi mismo, no se debe pasar por alto €
hecho de que en la mayoria de las aplicaciones précticas la relacion que se observa entre pares de
variables no es tanto lineal como de tipo curvilineo (ya sea unarelacion logaritmica, exponencial,
polinémica, etc.). En estos casos, aungue se puede hablar de regresién curvilinea segiin €l tipo de
relacion, una conveniente transformacién de las variables reduce el problema al caso que acabamos de
abordar.
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